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Uvod
U ovom diplomskom radu se proucˇavaju odredeni aspekti kompaktnosti u metricˇkim pros-
torima povezani s izometricˇkim ekvivalentnim nizovima.
U prvom poglavlju daje se definicija metricˇkog prostora te se proucˇavaju konvergencija
nizova, gomilisˇta nizova i podnizovi nizova s posebnim osvrtom na euklidski prostor.
U drugom poglavlju proucˇava se zatvorenost i omedenost skupova u metricˇkim prosto-
rima te se nadalje proucˇavaju kompaktni skupovi i pri tome se dokazuju odredene cˇinjenice
vezane za kompaktnost. Nadalje, proucˇavaju se konacˇni nizovi u metricˇkim prostorima, iz-
ometricˇki ekvivalentni nizovi te neki pojmovi s tim u vezi kao npr. h-konvergentni nizovi.
1
Poglavlje 1
Metricˇki prostori i gomilisˇta nizova
1.1 Metrika
Neka je X neprazan skup. Neka je d : X × X → R funkcija takva da vrijedi:
1. d(x, y) ≥ 0, za sve x, y ∈ X;
2. d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y, za sve x, y ∈ X;
3. d(x, y) = d(y, x), za sve x, y ∈ X;
4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), za sve x, y ∈ X.
Tada funkciju d nazivamo metrika na skupu X, a ureden par (X, d) nazivamo metricˇki prostor.
Primjer 1.1.1. Neka je d : R × R → R funkcija definirana sa d(x, y) = |x − y| za sve
x, y ∈ R.
Dokazˇimo da je d metrika na R.
Ocˇito je d(x, y) ≥ 0, za sve x, y ∈ R. Imamo d(x, y) = 0 ako i samo ako je |x − y| = 0,
sˇto vrijedi ako i samo ako je x − y = 0, a sˇto vrijedi ako i samo ako je x = y. Nadalje, ocˇito
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je da za sve x, y ∈ R vrijedi: d(x, y) = d(y, x).
Za sve u, v ∈ R vrijedi |u + v| ≤ |u| + |v|. Koristec´i navedenu nejednakost dobivamo da za
sve x, y ∈ R vrijedi |x− y| = |x− z+ z− y| ≤ |x− z|+ |z− y| , dakle d(x, y) ≤ d(x, z)+ d(y, z).
Prema tome d je metrika na R.
Za d kazˇemo da je euklidska metrika na R.
Primjer 1.1.2. Neka je n ∈ N , n ≥ 2 te neka je d : Rn × Rn → R funkcija definirana sa:
d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2.
Mozˇe se pokazati da je d metrika na Rn. Tu metriku nazivamo euklidska metrika na
Rn.
Primjer 1.1.3. Neka je n ∈ N, n ≥ 2 te neka je d : Rn × Rn → R funkcija definirana sa:
d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) = |x1 − y1| + ... + |xn − yn|.
Dokazˇimo da je d metrika.
Ocˇito je d(x, y) ≥ 0, za sve x, y ∈ Rn. Neka su x, y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn).
Imamo d(x, y) = 0⇔ |x1−y1|+ ...+ |xn−yn| = 0⇔ x1 = y1, ..., xn = yn ⇔ x = y. Ocˇito da je
d(x, y) = d(y, x), za sve x, y ∈ Rn. Neka su x, y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), (y1, ..., yn), (z1, ..., zn).
Koristec´i primjer 1.1.1 dobivamo
d(x, y) = |x1 − y1| + ... + |xn − yn| ≤ |x1 − z1| + |z1 − y1| + ... + |xn − zn| + |zn − yn| =
|x1 − z1| + ... + |xn − zn| + |z1 − y1| + ... + |zn − yn| = d(x, z) + d(z, y),
dakle d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). Prema tome d je metrika na Rn.
Postoji li na svakom nepraznom skupu barem jedna metrika?
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Primjer 1.1.4. Neka je X neprazan skup. Definirajmo d : X × X → R sa
d(x, y) =
 1, ako je x , y,0, ako je x = y.
Dokazˇimo da je d metrika na skupu X.
Ocˇito je da su svojstva 1., 2., 3. iz definicije metrike zadovoljena.
Provjerimo svojstvo 4. Neka su x, y, z ∈ X. Vrijedi d(x, y), d(x, z), d(z, y) ∈ {0, 1},
stoga jedini slucˇaj kada nejednakost d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ne vrijedi jest kada je
d(x, y) = 1, d(x, z) = 0, d(z, y) = 0, tj. kada x , y, x = z, z = y sˇto je ocˇito nemoguc´e.
Dakle, d je metrika na X. Za d kazˇemo da je diskretna metrika na X.
Podsjetimo se pojma konvergencije niza realnih brojeva.
Definicija 1.1.5. Neka je (xn) niz u R te neka je a ∈ R. Kazˇemo da niz (xn) tezˇi prema a
i pisˇemo xn → a ako za svaki  > 0 postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N takav da je
n ≥ n0 vrijedi |xn − a| < .
Opc´enito za x,y ∈ R, r > 0 vrijedi |x − y| < r ⇔ x ∈ 〈y − r, y + r〉. Stoga niz realnih
brojeva (xn) tezˇi prema a ∈ R ako i samo ako za svaki  > 0 postoji n0 ∈ N takav da za
svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi xn ∈ 〈a − , a + 〉.
Primjer 1.1.6. Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = 1n , za sve n ∈ N. Tada xn → 0.
Naime, neka je  > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da je 1 < n0. Za svaki n ≥ n0 vrijedi
1

< n pa je 1n <  tj. |xn − 0| < .
Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je (xn) niz u X te neka je a ∈ X. Kazˇemo da niz
(xn) tezˇi prema a u metricˇkom prostoru (X, d) i pisˇemo x → a ako za svaki  > 0 postoji
n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N, n ≥ n0 vrijedi d(xn, a) < .
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Definicija 1.1.7. Neka je (X, d) metricˇki prostor. Neka je (xn) niz u X, te neka je a ∈ X.
Kazˇemo da je a limes niza (xn) ako je xn → a.
Primjer 1.1.8. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je a ∈ X. Definirajmo niz (xn) u X
sa xn = a, za sve n ∈ N. Tada xn → a u metricˇkom prostoru (X, d). Naime za svaki  > 0 i
svaki n ∈ N vrijedi d(xn, a) = 0 < .
Propozicija 1.1.9 (Jedinstvenost limesa niza). Neka je (X,d) metricˇki prostor, (xn) niz u X
te a, b ∈ X. Pretpostavimo da je xn → a i xn → b. Tada je a = b.
Dokaz. Neka je  > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi d(xn, a) < .
Takoder postoji m0 ∈ N takav da za svaki n ≥ m0 vrijedi d(xn, b) < . Neka je n =
max
{
n0,m0
}
. Tada je n ≥ n0 i n ≥ m0 te vrijedi d(xn, a) <  i d(xn, b) < . Dobivamo
d(a, b) ≤ d(xn, a) + d(xn, b) <  +  = 2.
Dakle, d(a, b) < 2, za svaki  > 0. Pretpostavimo da je d(a, b) > 0. Neka je  = d(a,b)2 .
Tada je  > 0 pa vrijedi d(a, b) < 2 tj. d(a, b) < 2d(a,b)2 = d(a, b) sˇto je nemoguc´e. Stoga je
d(a, b) = 0, sˇto znacˇi da je a = b. 
1.2 Gomilisˇta
Definicija 1.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Kazˇemo da je a
gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki  > 0 i za svaki n ∈ N postoji
n ≥ N takav da je d(xn, a) < .
Propozicija 1.2.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Prepostavimo da
je a limes niza (xn). Tada je a gomilisˇte niza (xn).
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Dokaz. Neka su  > 0 i N ∈ N. Buduc´i da je xn → a postoji n0 ∈ N takav da za svaki
n ≥ n0 vrijedi d(xn, a) < . Neka je n = max {N, n0}. Tada je n ≥ N, a zbog n ≥ n0 vrijedi
d(xn, a) < . Zakljucˇujemo da je a gomilisˇte niza (xn). 
Primjer 1.2.3. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (xn) niz definiran sa xn = (−1)n.
Pretpostavimo da postoji a ∈ R takav da xn → a. Neka je  = 12 . Tada postoji n0 ∈ N
takav da za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi d(xn, a) < . Odaberemo paran broj
n1 ∈ N takav da je n1 ≥ n0 te odaberemo neparan broj n2 ∈ N takav da je n2 ≥ n0. Tada
je d(xn1 , a) <  i d(xn2 , a) <  tj. d(1, a) <  i d(−1, a) < . Koristec´i nejednakost trokuta
dobivamo
d(1,−1) ≤ d(1, a) + d(−1, a) < 2
tj. d(1,−1) < 2. No, to je nemoguc´e jer d(−1, 1) = 2, a 2 = 1. Dakle, ne postoji a ∈ R
takav da xn → a, tj. niz (xn) nema limes u metricˇkom prostoru (R, d).
Tvrdimo da je 1 gomilisˇte niza (xn).
Uzmimo  > 0 i N ∈ N. Odaberemo paran n ∈ N takav da je n ≥ N. Imamo d(xn, 1) =
d(1, 1) = 0 < , dakle d(xn, 1) < . Dakle, 1 je gomilisˇte niza (xn).
Analogno, dobivamo da je -1 gomilisˇte niza (xn).
Definicija 1.2.4. Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je kompaktan ako svaki niz u X ima
gomilisˇte u (X, d).
Primjer 1.2.5. Neka je d euklidska metrika na R. Tada metricˇki prostor (R, d) nije kom-
paktan. Dokazˇimo to.
Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = n za sve n ∈ N. Tvrdimo da niz (xn) nema
gomilisˇta u (R, d). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji a ∈ R takav da je a gomilisˇte
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niza (xn).
Uzmimo  = 13 i N ∈ N takav da je N > a + 1. Tada postoji n ≥ N takav da je d(xn, a) < 
sˇto znacˇi da je |xn − a| <  tj. da je |n − a| <  = 13 . Iz n ≥ N > a + 1 slijedi n > a + 1 pa
je n − a > 1 stoga je |n − a| = n − a > 1.To je u kontradikciji sa |n − a| < 1
3
. Dakle, niz
(xn) nema gomilisˇta u metricˇkom prostoru (R, d). To znacˇi da metricˇki prostor (R, d) nije
kompaktan.
Definicija 1.2.6. Neka je S ⊆ R te a ∈ R. Za a kazˇemo da je gornja meda skupa S ako je
x ≤ a za svaki x ∈ S .
Definicija 1.2.7. Neka je S ⊆ R . Za S kazˇemo da je odozgo omeden skup ako S ima
barem jednu gornju medu.
Definicija 1.2.8. Neka su S ⊆ R i a ∈ R. Za a kazˇemo da je supremum skupa S ako je a
najmanja gornja meda skupa S tj. ako vrijedi sljedec´e:
1.) a je gornja meda skupa S
2.) za svaku gornju medu b skupa S vrijedi a ≤ b.
Uocˇimo sljedec´e:
Ako su a1 i a2 supremumi skupa S , onda je a1 = a2. Naime vrijedi a1 ≤ a2 jer je a1
supremum od S , a a2 gornja meda od S . Isto tako vrijedi a2 ≤ a1 pa slijedi a1 = a2.
Ako supremum skupa S postoji onda ga oznacˇavamo sa sup S .
Definicija 1.2.9. Neka je S ⊆ R te s0 ∈ S . Kazˇemo da je s0 maksimum skupa S ako je
x ≤ s0 za svaki x ∈ S tj. ako je s0 gornja meda skupa S .
Ako je s0 maksimum skupa S , onda je s0 supremum skupa S . Naime, s0 je gornja meda
skupa S po definiciji maksimuma, a drugi uvjet iz definicije supremuma je zadovoljen jer
je s0 ∈ S . Uocˇimo da je maksimum skupa S , ako postoji jedinstven i u tom slucˇaju ga
POGLAVLJE 1. METRICˇKI PROSTORI I GOMILISˇTA NIZOVA 8
oznacˇavamo sa max S .
Primjer 1.2.10. Neka je S =
〈 − ∞, 0〉. Tada je 0 supremum skupa S . Naime, ocˇito je 0
gornja meda skupa S . Nadalje ako je b gornja meda od S , onda je 0 ≤ b jer bi u suprotnom
vrijedilo b < 0 pa bi postojao x ∈ R takav da je b < x < 0 sˇto bi znacˇilo da je x ∈ S i b < x
a to je nemoguc´e jer je b gornja meda od S .
Skup S nema maksimum.
Pretpostavimo da postoji maksimum s0 skupa S . Tada bi vrijedilo da je s0 supremum skupa
S . S obzirom da je supremum skupa jedinstven imamo s0 = 0 sˇto je nemoguc´e jer 0 < S .
Uocˇimo sljedec´e: ako skup S ima supremum, onda je S odozgo omeden.
AKSIOM POTPUNOSTI
Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da je x ≤ y za sve x ∈ S i y ∈ T . Tada
postoji z ∈ R takav da je x ≤ z ≤ y za sve x ∈ S i y ∈ T .
Propozicija 1.2.11. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima su-
premum.
Dokaz. Neka je T skup svih a ∈ R takav da je a gornja meda skupa S . Skup T je neprazan
jer je S odozgo omeden. Za svaki x ∈ S i svaki y ∈ T vrijedi x ≤ y. Tada postoji, prema
aksiomu potpunosti, z ∈ R takav da je x ≤ z ≤ y za sve x ∈ S , y ∈ T . Buduc´i da je x ≤ z
za svaki x ∈ S , z je gornja meda skupa S a iz z ≤ y za svaki y ∈ T slijedi da je z najmanja
gornja meda skupa S . Dakle, z je supremum skupa S . 
Definicija 1.2.12. Neka je S ⊆ R te a ∈ R. Za a kazˇemo da je donja meda skupa S ako je
a ≤ x za svaki x ∈ S .
POGLAVLJE 1. METRICˇKI PROSTORI I GOMILISˇTA NIZOVA 9
Definicija 1.2.13. Neka je S ⊆ R. Za S kazˇemo da je odozdo omeden skup ako S ima bar
jednu donju medu.
Definicija 1.2.14. Neka su S ⊆ R i a ∈ R. Za a kazˇemo da je infimum skupa S ako je a
najvec´a donja meda skupa S tj. ako vrijedi sljedec´e:
1.) a je donja meda skupa S
2.) Za svaku donju medu b skupa S vrijedi b ≤ a.
Slicˇno kako u slucˇaju supremuma zakljucˇujemo da je infimum skupa, ako postoji, je-
dinstven.
Infimum skupa S ako postoji oznacˇavamo inf S .
Definicija 1.2.15. Neka je S ⊆ R te s0 ∈ S . Kazˇemo da je s0 minimum skupa S ako je
s0 ≤ x za svaki x ∈ S (tj. ako je s0 donja meda skupa S ).
Uocˇimo sljedec´e: ako je s0 minimum onda je s0 i infimum skupa S .
Minimum skupa S oznacˇavamo sa minS .
Npr. ako S =
〈
0,∞〉 onda je 0 infimum skupa S , no skup S nema minimuma.
Propozicija 1.2.16. Neka je S neprazan odozdo omeden podskup od R. Tada S ima infi-
mum.
Dokaz. Neka je T skup svih a ∈ R takvih da je a donja meda skupa S . Skup T je neprazan
jer je S odozdo omeden. Za svaki x ∈ S i svaki y ∈ T vrijedi y ≤ x. Tada prema aksiomu
potpunosti postoji z ∈ R takav da je y ≤ z ≤ x za sve x ∈ S i y ∈ T . Buduc´i da je z ≤ x za
svaki x ∈ S , z je donja meda skupa S , a iz z ≥ y za svaki y ∈ T slijedi da je z najvec´a donja
meda skupa S . Dakle, z je infimum skupa S . 
Neka je S ⊆ R. Kazˇemo da je S omeden skup ako je S omeden odozdo i odozgo.
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Definicija 1.2.17. Neka je (xn) niz u R. Kazˇemo da je (xn) omeden niz u R ako je skup{
xn | n ∈ N
}
omeden.
Definicija 1.2.18. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ x te r > 0. Definiramo K(x0, r) ={
y ∈ X | d(x0, y) < r
}
. Za K(x0, r) kazˇemo da je otvorena kugla ako x0 radijusa r u
metricˇkom prostoru (X, d).
Umjesto K(x0, r) pisˇemo Kd(x0, r).
Primjer 1.2.19. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su x0 ∈ R i r > 0. Tada je
K(x0, r) =
〈
x0 − r, x0 + r〉. Dokazˇimo to.
Dokaz. Neka je y ∈ K(x0, r). Tada je |y − x0| < r pa je −r < y − x0 < r sˇto povlacˇi
x0 − r < y < r + x0 tj. y ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉.
Analogno dobijemo da y ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉, povlacˇi y ∈ K(x0, r). 
Definicija 1.2.20. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je U ⊆ X. Za U kazˇemo da je
otvoren skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki x ∈ U postoji r > 0 takav da je
K(x, r) ⊆ U.
Primjer 1.2.21. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je skup
〈
0,+∞〉 otvoren u me-
tricˇkom prostoru (R, d). Dokazˇimo to.
Neka je x0 ∈ 〈0,+∞〉. Neka je r = x0. Tada je
K(x0, r) =
〈
x0 − r, x0 + r〉 = 〈0, 2x0〉
pa je ocˇito K(x0, r) ⊆ 〈0,+∞〉.
Skup
[
0,+∞〉 nije otvoren u (R, d) jer je 0 ∈ [0,+∞〉, a ne postoji r > 0 takav da je
K(0, r) ⊆ [0,+∞〉. Vrijedi K(0, r) = 〈 − r,+r〉 pa je ocˇito da K(0, r) sadrzˇi i negativne
brojeve.
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Propozicija 1.2.22. (Svaka otvorena kugla je otvoren skup). Neka je (X, d) metricˇki pros-
tor, te neka su x0 ∈ X i r > 0. Tada je K(x0, r) otvoren skup u otvorenom metricˇkom
prostoru (X, d).
Dokaz. Neka je x ∈ K(x0, r). Zˇelimo nac´i r1 > 0 takav da K(x, r1) ⊆ K(x0, r). Vrijedi
d(x, x0) < r. Neka je r1 = r − d(x, x0). Ocˇito je r1 > 0 te ocˇito vrijedi d(x, x0) + r1 = r.
Tvrdimo da je
K(x, r1) ⊆ K(x0, r). (1.1)
Neka je y ∈ K(x, r1). Pokazˇimo da je y ∈ K(x0, r). Znamo da je d(y, x) < r1. Koristec´i
nejednakost trokuta dobivamo
d(y, x0) ≤ d(y, x) + d(x, x0) < r1 + d(x, x0) = r,
dakle d(y, x0) < r tj. y ∈ K(x0, r). Time smo dokazali da vrijedi (1.1) . Prema tome K(x0, r)
otvoren je skup u metricˇkom prostoru (X, d). 
Propozicija 1.2.23. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Tada xn → a ako
i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a ∈ U postoji n0 ∈ N takav da za
svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Dokaz. Pretpostavimo xn → a. Uzmimo otvoren skup U u (X, d) takav da je a ∈ U. Tada
postoji r > 0 takav da je
K(a, r) ⊆ U (1.2)
Buduc´i da (xn) → a, postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi
d(xn, a) < r, tj. xn ∈ K(a, r). Iz (1.2) slijedi da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Pretpostavimo sada da za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a ∈ U postoji n0 ∈ N
takav da za svaki n ∈ N, n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U. Dokazˇimo da xn → a. Neka je  > 0. Po
propoziciji 1.2.22 skup K(a, ) je otvoren u (X, d), a ocˇito je a ∈ K(a, ). Prema pretpostavci
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postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N, n ≥ n0 vrijedi xn ∈ K(a, ) tj. d(xn, a) < . Prema
tome xn → a. 
Propozicija 1.2.24. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je (xn) niz u X, te neka je a ∈ X.
Tada je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d) ako i samo ako za svaki otvoreni
skup U u (X, d) takav da je a ∈ U i svaki N ∈ N postoji n ∈ N takav da n ≥ N i xn ∈ U.
Dokaz. Pretpostavimo da je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). Neka je U
otvoreni skup u (X, d) takav da je a ∈ U te neka je N ∈ N. Tada postoji r > 0 takav da
je K(a, r) ⊆ U. Buduc´i da je a gomilisˇte niza (xn) postoji n ≥ N takav da je d(xn, a) < r.
Slijedi xn ∈ K(a, r) pa je xn ∈ U.
Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a ∈ U i svaki
N ∈ N postoji n ∈ N takav da je n ≥ N i xn ∈ U. Dokazˇimo da je a gomilisˇte niza
(xn). Neka je  > 0 te N ∈ N. Skup K(a, ) je otvoren u (X, d) i ocˇito sadrzˇi a pa prema
pretpostavci postoji n ∈ N takav da je n ≥ N i xn ∈ K(a, ) tj. d(xn, a) < . Stoga je a
gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). 
Definicija 1.2.25. Neka je X skup te neka je (xn) niz u X. Neka je A ⊆ X. Kazˇemo da je
skup A gomilisˇte niza (xn) ako za svaki N ∈ N postoji n ≥ N takav da je xn ∈ A.
Primjer 1.2.26. Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = (−1)n.
Neka je A =
〈
0, 1
〉
. Tada A nije gomilisˇte niza (xn) jer ne postoji n ∈ N takav da je xn ∈ A.
Neka je B =
[
0, 1
]
. Tada je B gomilisˇte niza (xn) jer za svaki N ∈ N postoji n ≥ N takav da
je xn ∈ B, naime dovoljno je uzeti paran broj n takav da je n ≥ N.
Primjer 1.2.27. Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = 1n . Skup {0} nije gomilisˇte niza (xn)
jer ne postoji n ∈ N takav da je xn ∈ {0}.
Neka je A =
〈
0, 15
〉
. Tada je A gomilisˇte niza (xn). Naime, ako je N ∈ N onda mozˇemo
uzeti n = max{N, 6} pa vrijedi n ≥ N i xn ∈ A.
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Neka je B = [12 , 1]. Skup B nije gomilisˇte niza (xn) . Naime za N = 3 ne postoji n ≥ N
takav da je xn ∈ B. (Za svaki n ≥ N vrijedi xn = 1n ≥ 1N = 13 ).
Napomena 1.2.28. Ako je (xn) niz u skupu X te A ⊆ X takav da je xn ∈ A za svaki n ∈ N,
onda je ocˇito A gomilisˇte niza (xn).
Propozicija 1.2.29. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je (xn) niz u X te neka je a ∈ X.
Tada je tocˇka a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d) ako i samo ako za svaki
otvoreni skup U u (X, d) takav da je a ∈ U vrijedi da je skup U gomilisˇte niza (xn).
Dokaz. Pretpostavimo da je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). Neka je U
otvoreni skup u (X, d) takav da je a ∈ U. Neka je N ∈ N. Prema propoziciji1.2.24 postoji
n ≥ N takav da je xn ∈ U. Prema tome skup U je gomilisˇte niza (xn).
Obratno, pretpostavimo da je za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a ∈ U vrijedi da
je skup U gomilisˇte niza (xn). Neka je U otvoreni skup u (X, d) takav da je a ∈ U i neka je
N ∈ N. Buduc´i da je skup U gomilisˇte niza (xn) postoji n ∈ N takav da je n ≥ N, xn ∈ U.
Iz propozicije 1.2.24 slijedi da je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). 
Lema 1. Neka je S ⊆ R te neka je c supremum skupa S . Tada za svaki  > 0 postoji x ∈ S
takav da je c −  < x.
Dokaz. Neka je  > 0. Pretpostavimo da ne postoji x ∈ S takav da je c −  < x. Tada za
svaki x ∈ S vrijedi x ≤ c −  sˇto znacˇi da je c −  gornja meda skupa S , no to je nemoguc´e
jer je c najmanja gornja meda skupa S . Dakle, postoji x ∈ S takav da je c −  < x. 
Lema 2. Neka je (xn) skup u nizu X, te neka su A, B ⊆ X takvi da je A gomilisˇte niza (xn),
a B nije gomilisˇte niza (xn). Tada je A \ B gomilisˇte niza (xn).
Dokaz. Buduc´i da B nije gomilisˇte niza (xn) postoji N0 ∈ N takav da za svaki n ≥ N0
vrijedi xn < B. Neka je N ∈ N. Buduc´i da je A gomilisˇte niza (xn), postoji n ≥ max
{
N,N0
}
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takav da je xn ∈ A. Vrijedi n ≥ N0 pa xn < B. Slijedi xn ∈ A \ B. Ocˇito je n ≥ N. Time smo
dokazali da je A \ B gomilisˇte niza (xn). 
Teorem 1.2.30. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (xn) omeden niz u R. Tada niz
(xn) ima gomilisˇte u metricˇkom prostoru (R, d).
Dokaz. Buduc´i da je (xn) omeden niz postoje a, b ∈ R takvi da je
a ≤ xn ≤ b,∀n ∈ N (1.3)
Neka je
S = {z ∈ R | [z,∞〉 je gomilisˇte niza (xn)}. (1.4)
Neka je z ∈ S . Vidimo da je z ≤ b. Pretpostavimo suprotno. Tada je b < z. Buduc´i da
je
[
z,∞〉 gomilisˇte niza (xn), postoji n ∈ N takav da je xn ∈ [ z,+∞〉. Slijedi z ≤ xn pa je
b < xn, sˇto je u kontradikciji s (1.3).
Dakle, z < b. Prema tome b je gornja meda skupa S . Buduc´i da je S neprazan i odozgo
omeden postoji c ∈ R takav da je c supremum skupa S . Iz cˇinjenice da je b gornja meda
skupa S i definicije supremuma slijedi da je c ≤ b. Nadalje a ∈ S slijedi a ≤ c. Prema
tome c ∈ [ a, b]. Tvrdimo da je c gomilisˇte niza (xn).
Dokazˇimo da je za svaki  > 0 skup
〈
c− , c+ 〉 gomilisˇte niza (xn). Ako to dokazˇemo
onda smo gotovi, naime to c´e znacˇiti da za svaki  > 0 i svaki N ∈ N postoji n ≥ N takav
da je xn ∈ 〈c − , c + 〉, tj. |xn − c| < , odnosno d(xn, c) < .
Neka je  > 0. Prema lemi 1 postoji z ∈ S takav da je c −  < z. Iz ovoga slijedi da je[
z,∞〉 ⊆ 〈c − ,∞〉, a skup [ z,∞〉 je gomilisˇte niza (xn).
Neka je A =
〈
c−,∞〉, a B = [c+,∞〉. Buduc´i da je c supremum skupa S te da je c < c+
imamo da je c +  < S .Stoga skup B nije gomilisˇte niza (xn). Znamo da je A gomilisˇte niza
(xn) pa iz leme2 slijedi da je A \ B gomilisˇte niza (xn) tj.〈c− , c+ 〉 je gomilisˇte niza (xn).
Time je tvrdnja teorema dokazana. 
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Definicija 1.2.31. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S ⊆ X. Kazˇemo da je S
omeden skup u (X, d) ako postoje x ∈ X i r > 0 takvi da je S ⊆ K(x, r).
Propozicija 1.2.32. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada
za svaki x ∈ X postoji r > 0 takav da je S ⊆ K(x, r).
Dokaz. Buduc´i da je S omeden skup (X, d), postoje x1 ∈ X i r1 > 0 takvi da je S ⊆
K(x1, r1). Neka je x ∈ X. Definirajmo r = d(x, x1) + r1. Ocˇito je r > 0. Tvrdimo da je
K(x1, r1) ⊆ K(x, r). (1.5)
Neka je y ∈ K(x1, r1). Tada je d(x1, y) < r1 pa koristec´i nejednakost trokuta dobivamo:
d(x, y) ≤ d(x, x1) + d(x1, y) < d(x, x1) + r1 = r.
Dakle d(x, y) < r pa je y ∈ K(x, r). Prema tome vrijedi (1.5) pa vrijedi S ⊆ K(x, r). 
Korolar 1.2.33. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S 1, . . . , S n omedeni skupovi u
(X, d). Tada je S 1∪, · · · ∪ S n omeden skup u (X, d).
Dokaz. Odaberimo x ∈ X. Za svaki i ∈ {1, . . . , n} prema prethodnoj propoziciji postoji
ri > 0 takav da je S i ⊆ K(x, ri). Neka je r = max {r1, . . . , rn}. Za svaki i = 1, . . . , n
ocˇito vrijedi ri ≤ r pa je K(x, ri) ⊆ K(x, r) iz cˇega slijedi S i ⊆ K(x, r). Dakle S 1 ⊆
K(x, r), . . . , S n ⊆ K(x, r) pa je S 1∪ · · · ∪S n ⊆ K(x, r). Dakle, S 1∪ · · · ∪S n je omeden skup
u (X, d). 
Propozicija 1.2.34. Neka je d euklidska metrika na R te neka je S ⊆ R. Tada je S odozgo
i odozdo omeden u R ako i samo ako je S omeden u metricˇkom prostoru (R, d).
Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden odozgo i odozdo. Tada postoje a, b ∈ R takvi da je,
a ≤ x ≤ b,∀x ∈ S . (1.6)
POGLAVLJE 1. METRICˇKI PROSTORI I GOMILISˇTA NIZOVA 16
Zˇelimo dokazati da je S omeden u (R, d). Mozˇemo pretpostaviti da je S , ∅. Odaberimo
α, β ∈ R takve da je α < a i b < β. Tada iz (1.6) slijedi S ⊆ 〈α, β〉. No, 〈α, β〉 je otvorena
kugla u (R, d). Naime ako definiramo x0 = α+β2 i r =
β−α
2 , onda imamo da je r > 0 (jer
α < β) te da je x0 − r = α i x0 + r = β pa je 〈α, β〉 = 〈x0 − r, x0 + r〉 tj. 〈α, β〉 = K(x0, r),
prema primjeru 1.2.19. Prema tome S je omeden skup u (R, d).
Obratno, pretpostavimo da je S omeden u metricˇkom prostoru (R, d). Tada postoje x ∈ R i
r > 0 takvi da je S ⊆ K(x, r) tj. S ⊆ 〈x − r, x + r〉. Iz ovoga je ocˇito da je skup S omeden
odozgo i odozdo. 
1.3 Podnizovi
Definicija 1.3.1. Za funkciju a : N→ N kazˇemo da je strogo rastuc´a ako je a(n) < a(n+1),
za svaki n ∈ N.
Definicija 1.3.2. Neka je (xn) niz u skupu X, neka je a : N → N strogo rastuc´a funkcija te
neka je (yn) niz u X definiran sa yn = xa(n), n ∈ N. Tada za niz (yn) kazˇemo da je podniz
niza (xn).
Primjer 1.3.3. Neka su (xn) i (yn) nizovi u R definirani sa xn = (−1)n, yn = 1, za sve n ∈ N.
Tada je (yn) podniz niza (xn) jer yn = x2n, za sve n ∈ N, a funkcija N → N, n 7→ 2n je
strogo rastuc´a.
Lema 3. Neka je a : N→ N strogo rastuc´a funkcija. Tada za svaki n ∈ N vrijedi n ≤ a(n).
Dokaz. Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom. Ocˇito je 1 ≤ a(1). Pretpostavimo da za neki
n ∈ N vrijedi n ≤ a(n). Iz a(n) < a(n + 1) slijedi n < a(n + 1) pa je n + 1 ≤ a(n + 1). Time
smo dokazali da je n ≤ a(n), za sve n ∈ N. 
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Lema 4. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je (xn) niz u X te neka je b ∈ X takav da je
d(xn, b) <
1
n
(1.7)
za sve n ∈ N. Tada xn → b.
Dokaz. Neka je  > 0. Odaberimo n0 ∈ N takav da je n0 > 1 . Neka je n ∈ N takav da je
n ≥ n0. Tada je n > 1 pa je 1n <  sˇto zajedno sa (1.7) povlacˇi da je d(xn, b) < . Dakle, za
sve n ≥ n0 vrijedi d(xn, b) < . Time smo dokazali da xn → b. 
Propozicija 1.3.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je (xn) niz u X te neka je b ∈ X.
Tada je b gomilisˇte niza (xn) u (X, d) ako i samo ako postoji podniz niza (xn) koji tezˇi prema
b u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da je b gomilisˇte niza (xi). Definirajmo funkciju a : N → N in-
duktivno na sljedec´i nacˇin. Buduc´i da je b gomilisˇte niza (xn) postoji l ∈ N takav da je
d(xl, b) < 1.
Definirajmo a(1) = l, dakle
d(xa(1), b) < 1 (1.8)
Pretpostavimo da je n ∈ N te da smo definirali broj a(n). Neka je  = 1n+1 te N = a(n) + 1.
Buduc´i da je b gomilisˇte niza (xi) postoji k ∈ N takav da je k ≥ N i
d(xk, b) < . (1.9)
Definirajmo a(n + 1) = k. Prema (1.9) vrijedi
d(xa(n+1), b) <
1
n + 1
(1.10)
Nadalje zbog k ≥ N imamo a(n + 1) ≥ a(n) + 1, pa je
a(n) < a(n + 1) (1.11)
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Na ovaj nacˇin smo definirali funkciju a : N → N koja je zbog (1.11) ocˇito strogo rastuc´a.
Nadalje, iz (1.10) i (1.8) slijedi da je d(xa(n), b) < 1n , za sve n ∈ N. Neka je (yn) niz definiran
sa yn = xa(n). Ocˇito je (yn) podniz od (xn). Za svaki n ∈ N vrijedi d(yn, b) < 1n , pa iz leme 4
slijedi yn → b. Dakle, postoji podniz niza (xn) koji tezˇi ka b.
Pretpostavimo sada da postoji podniz (yn) niza (xn) koji tezˇi prema b. Dakle, postoji
strogo rastuc´a funkcija a : N → N takva da je yn = xa(n),∀n ∈ N. Neka su  > 0 i N ∈ N.
Buduc´i da yn → b postoji n0 ∈ N takav da je za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi
d(yn, b) < , tj. d(xa(n), b) < . Neka je n = max
{
N, n0
}
. Tada je d(xa(n), b) < . Vrijedi
n ≤ a(n), a znamo n ≥ N pa je a(n) ≥ N. Neka je m = a(n). Dakle, m ≥ N, d(xm, b) < .
Zakljucˇujemo da je b gomilisˇte niza (xn). 
Definicija 1.3.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor te (xn) niz u X. Kazˇemo da je niz (xn)
konvergentan u metricˇkom prostoru (X, d) ako postoji b ∈ X takav da xn → b.
Korolar 1.3.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor, te (xn) niz u X. Tada (xn) ima gomilisˇte ako
i samo ako ima konvergentan podniz.
Korolar 1.3.7. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (xn) omeden niz u R. Tada (xn)
ima podniz konvergentan u (R, d).
Dokaz. Iz Teorema 1.2.30 slijedi da (xn) ima gomilisˇte u metricˇkom prostoru (R, d), pa iz
zadnjeg korolara slijedi da (xn) ima konvergentan podniz. 
Definicija 1.3.8. Neka je (X, d) metricˇki prostor te (xn) niz u X. Kazˇemo da je (xn) omeden
niz u metricˇkom prostoru (X, d) ako je skup
{
xn | n ∈ N
}
omeden u metricˇkom prostoru
(X, d).
Definicija 1.3.9. Neka je n ∈ N te neka je (xi) niz u Rn. Za svaki i ∈ N postoje i jedinstveno
su odredeni brojevi x1i , x
2
i , . . ., x
n
i ∈ R takvi da je xi =
(
x1i , . . . , x
n
i
)
. Za nizove realnih brojeva
(x1i )i∈N, . . . , (x
n
i )i∈N kazˇemo da su komponentni nizovi niza (xi).
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Lema 5. Neka je S ⊆ R. Tada je S omeden odozgo i odozdo u R ako i samo ako postoji
M > 0 takav da je |x| ≤ M, za svaki x ∈ S .
Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je S = ∅. Uzmimo stoga da je S , Ø. Pretpostavimo da je S
omeden u R. Tada postoje a, b ∈ R takvi da je a ≤ x ≤ b, za sve x ∈ S . Iz ovoga slijedi da
je −x ≤ −a, za sve x ∈ S . Neka je M = max
{
b,−a
}
+ 1. Tada je −x < M, x < M, za sve
x ∈ S . Stoga je |x| < M,za sve x ∈ S . Iz ovoga je ocˇito da je M > 0.
Obratno, pretpostavimo da postoji M > 0 takav da je |x| ≤ M, za sve x ∈ S . Tada je
−M ≤ x ≤ M, za sve x ∈ S , iz cˇega slijedi da je S omeden odozgo i odozdo. 
Propozicija 1.3.10. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je p
euklidska metrika na R. Neka je (xi) niz na Rn te neka su (x1i ), . . . (x
n
i ) komponentni nizovi
od (xi).
1. Niz (xi) je omeden u metricˇkom prostoru (Rn, d) ako i samo ako su njegovi komponentni
nizovi omedeni u R.
2. Neka su a1, . . . , an ∈ R. Tada niz (xi) tezˇi prema (a1, . . . , an) u metricˇkom prostoru
(Rn, d) ako i samo ako u metricˇkom prostoru (R, p) vrijedi x1i → a1, . . . , xni → an.
Posebno niz (xi) je konvergentan u (Rn, d) ako i samo ako su njegovi komponentni nizovi
konvergentni u (R, p).
1. Pretpostavimo da je niz (xi) omeden u metricˇkom prostoru (Rn, d). Tada je skup{
xi | i ∈ N
}
omeden u (Rn, d). Prema propoziciji 1.2.32 postoji r > 0 takav da je
{
xi|i ∈ N
}
⊆ K
(
(0 . . . , 0), r
)
. Neka je i ∈ N. Tada je xi ∈ K
(
(0, . . . , 0), r
)
, pa je d
(
xi, (0, . . . , 0)
)
< r, tj.
d
(
(x1i , . . . , x
n
i ), (0, . . . , 0)
)
< r.
Slijedi √
(x1i )2 + . . . , (x
n
i )2 < r
pa je
(x1i )
2 + . . . + (xni )
2 < r2. (1.12)
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Dakle, (1.12) vrijedi za svaki i ∈ N. Neka je j ∈
{
i, . . . , n
}
. Iz (1.12) zakljucˇujemo da je
(x ji )
2 < r2 pa je |x ji | < r, tj. x ji ∈ 〈−r, r〉, za sve i ∈ N. To znacˇi da je skup
{
x ji | i ∈ N
}
omeden u R. Prema tome niz (x ji )i∈N je omeden u R. Dakle komponentni nizovi od (xi) su
omedeni u R.
Obratno, pretpostavimo da su komponentni nizovi od (xi) omedeni u R. Neka je j ∈{
1, . . . , n
}
. Niz (x ji )i∈N je omeden u R, pa je skup
{
x ji | i ∈ N
}
omeden u R. Prema lemi
(5) postoji M j > 0 takav da je |y| ≤ M j, za sve y ∈
{
x ji | i ∈ N
}
. Dakle, |x ji | ≤ M j, za sve
j ∈
{
1, . . . , n
}
,za sve i ∈ N. Neka je a = (0, . . . , 0). Neka je i ∈ N. Imamo xi =
(
x1i , . . . , x
n
i
)
pa je
d(xi, a) =
√
(x1i )2 + . . . , (x
n
i )2 ≤
√
M2 + . . . + M2 =
=
√
nM2 = M
√
n < M
√
n + 1.
Neka je r = M
√
n + 1. Dokazali smo da je d(xi, a) < r, za sve i ∈ N tj. xi ∈ K(a, r),za sve
i ∈ N. Prema tome
{
xi | i ∈ N
}
⊆ K(a, r). Zakljucˇujemo da
{
xi | i ∈ N
}
omeden skup u
(Rn, d), stoga je i niz (xi) omeden u (Rn, d).
Pretpostavimo da (xi) tezˇi prema (a1, . . . , an) u metricˇkom prostoru (Rn, d). Neka je
j ∈ 1, . . . , n. Dokazˇimo da (x ji )i∈N tezˇi prema a j u (R, p). Neka je  > 0. Buduc´i da
xi → (a1, . . . , an) postoji i0 ∈ N takav da za svaki i ≥ i0 vrijedi d
(
xi, (a1, . . . , an)
)
< . Neka
je i ≥ i0. Imamo √
(x1i − a1)2 + . . . ,+(xni − an)2 < ,
pa je
(x1i − a1)2 + . . . ,+(xni − an)2 < 2.
Iz ovoga zakljucˇujemo da je (x ji − a j)2 < 2 pa je |x ji − a j| < .
Dakle, p(x ji , a j) < , za sve i ≥ i0. Time smo dokazali da x ji → a j u metricˇkom prostoru
(R, p).
Pretpostavimo da x ji → a j, za sve j ∈ {1, . . . , n}. Zˇelimo dokazati da xi → (a1, . . . , an).
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Neka je  > 0. Za svaki j ∈ {1, . . . , n} vrijedi x ji → a j pa postoji i j ∈ N takav da za svaki
i ≥ i j vrijedi |x ji − a j| < √n . Dakle,
|x1i − a1| <
√
n
,∀i ≥ i1, . . . , |xni − an| <
√
n
,∀i ≥ in. (1.13)
Neka je i0 = max{i1, . . . , in}. Tada za svaki i ≥ i0 vrijedi
|x1i − a1| <
√
n
, . . . , |xni − an| <
√
n
pa za svaki i ≥ i0 vrijedi
d
(
xi, (a1, . . . , an)
)
=
√
(x1i − a1)2 + . . . ,+(xni − an)2 <
√
n · ( √
n
)2 = .
Dakle, d
(
xi, (a1, . . . , an)
)
< , za sve i ≥ i0. Time smo dokazali da xi → (a1, . . . , an) u
metricˇkom prostoru (Rn, d).
Lema 6. Neka je (X, d) metricˇki prostor te (xn) niz u X.
1) Neka je b ∈ X takav da xn → b. Neka je (yn) podniz od (xn). Tada (yn) → b. Posebno,
svaki podniz konvergentnog niza je konvergentan.
2) Ako je (xn) omeden niz u (X, d) onda je svaki podniz niza (xn) omeden u (X, d).
Dokaz. 1. Buduc´i da je (yn) podniz od (xn) postoji strogo rastuc´a funkcija a : N → N
takva da je yn = xa(n), za sve n ∈ N. Neka je  > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za svaki
n ∈ N, n ≥ n0 vrijedi d(xn, b) < . Neka je n ≥ n0. Prema lemi 3 vrijedi a(n) ≥ n pa je
a(n) ≥ n0. Stoga je d
(
xa(n), b
)
< , tj. d(yn, b) < . Dakle d(yn, b) < , za sve n ≥ n0. Time
smo dokazali yn → b.
2. Pretpostavimo da je (xn) omeden niz u (X, d) te da je (yn) podniz od (xn). Tada je
yn = xa(n), za sve n ∈ N, gdje je a : N→ N strogo rastuc´a funkcija.
Buduc´i da je (xn) omeden niz u (X, d), skup
{
xn|n ∈ N
}
je omeden u (X, d) pa postoje z ∈ X
i r > 0 takvi da je
{
xn | n ∈ N
}
⊆ K(z, r). Imamo
{yn | n ∈ N} =
{
xa(n) | n ∈ N
}
⊆
{
xn | n ∈ N
}
⊆ K(z, r).
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Zakljucˇujemo da je niz (Yn) omeden u (X, d). Time je lema dokazana. 
Lema 7. Neka su a, c : N → N strogo rastuc´e funkcije. Tada je a ◦ c : N → N strogo
rastuc´a funkcija.
Dokaz. Iz cˇinjenice da je a(n) < a(n+1), za sve n ∈ N lako zakljucˇujemo da je a(n) < a(m),
za sve n,m ∈ N takve da je n < m. Neka je n ∈ N. Tada je c(n) < c(n + 1) pa je
a(c(n)) < a(c(n + 1)), tj. (a ◦ c)(n) < (a ◦ c)(n + 1). Time je lema dokazana. 
Teorem 1.3.11. Neka je n ∈ N te neka je dn euklidska metrika na Rn. Tada svaki omeden
niz u metricˇkom prostoru (Rn, dn) ima podniz koji je konvergentan u (Rn, dn).
Dokaz. Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom po n ∈ N. Za n = 1 tvrdnja vrijedi prema
korolaru 1.3.7 i propoziciji 1.2.34. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N.
Neka je (xi) omeden niz u (Rn+1, dn+1). Neka su (x1i )i∈N, . . . , (x
n+1)i∈N komponentni ni-
zovi od (xn). Prema Propoziciji 1.3.10 nizovi (x1i ), . . . , (x
n+1
i ) su omedeni u R. Definirajmo
niz (yi) u Rn sa yi = (x1i , . . . , x
n
i ), za sve i ∈ N. Ocˇito su (x1i ), . . . , (xni ) komponentni nizovi
od (yi).
Prema propoziciji 1.3.10 niz (yi) je omeden u (Rn, dn). Prema induktivnoj pretpostavci pos-
toji podniz (zi) niz (yi) koji je konvergentan u (Rn, dn). Neka je a : N → N strogo rastuc´a
funkcija takva da je zi = ya(i), za sve i ∈ N. Dakle zi =
(
x1a(i), . . . , x
n
a(i)
)
, za sve i ∈ N.
Stoga su (x1a(i)), . . . , (x
n
a(i)) komponentni nizovi od (zi). Buduc´i da je niz (zi) konvergentan
u (Rn, dn), postoji p ∈ Rn takav da zi → p u (Rn, dn). Imamo p = (p1, . . . , pn), gdje su
p1, . . . , pn ∈ R. Iz propozicije 1.3.10 slijedi da
xa(i) → p1, . . . , xa(i) → pn (1.14)
u metricˇkom prostoru (R, p) gdje je p euklidska metrika na R. Niz
(
xn+1a(i)
)
i∈N je podniz niza
(xn+1)i∈N koji je omeden u R, pa je prema lemi 6 (xn+1a(i) ) omeden u R.
Prema korolaru 1.3.7 postoji podniz (vi) niza (Xn+1a(i) ) koji je konvergentan u (R, p). Dakle,
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postoji w ∈ R takav da vi → w u (R, p). Postoji strogo rastuc´a funkcija c : N → N takva
da je vi = xn+1a(c(i)), za sve i ∈ N.
Dakle, xn+1a(c(i)) → w. Nizovi (x1a(c(i)))i∈N, . . . , (xna(c(i)))i∈N su podnizovi od (x1a(i)), . . . , (xna(i)) pa
iz (1.14) i leme 6 slijedi da x1a(c(i)) → p1, . . . , xna(c(i)) → pn.
Nizovi (x1a(c(i))) . . . (x
n+1
a(c(i))) su komponentni nizovi od (xa(c(i))). Iz propozicije 1.3.10 slijedi
xa(c(i)) → (p1, . . . , pn,w) u metricˇkom prostoru (Rn+1, dn+1). Dakle, niz (xa(c(i))), je konver-
gentan u metricˇkom prostoru (Rn+1, dn+1).
Za svaki i ∈ N vrijedi xa(c(i)) = x(a◦c)(i) pa je prema prethodnoj lemi (xa(c(i))) podniz niza
(xi). Time je tvrdnja teorema dokazana. 
Poglavlje 2
Izometricˇki ekvivalentni nizovi
2.1 Zatvoreni skupovi
Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je F ⊆ X. Kazˇemo da je F zatvoren
skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako je X \ F otvoren skup u (X, d).
Neka je (X, d) metricˇki prostor. Skup X je otvoren u (X, d) jer za svaki x ∈ X mozˇemo
odabrati bilo koji r > 0 i tada vrijedi K(x, r) ⊆ X. Prazan skup je trivijalno otvoren u (X, d).
Iz ovoga slijedi da su ∅ i X zatvoreni skupovi u (X, d).
Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Skup 〈−∞, 0] je zatvoren u (R, d) jer je
R \ 〈−∞, 0] = 〈0,+∞〉, a 〈0,∞〉 je otvoren skup u (R, d) prema primjeru 1.2.21
Skup 〈−∞, 0〉 nije zatvoren u (R, d) jer skup R \ 〈−∞, 0〉 = [0,+∞〉 nije otvoren u (R, d).
(Prema primjeru 1.2.21).
Skup [0, 1〉 nije ni otvoren ni zatvoren u (R, d). Pretpostavimo da je taj skup otvoren.
Imamo 0 ∈ [0, 1〉 pa postoji r > 0 takav da je K(0, r) ⊆ [0, 1〉, tj. 〈−r, r〉 ⊆ [0, 1〉 no to je
ocˇito nemoguc´e.
24
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Pretpostavimo da je [0, 1〉 zatvoren u (R, d). Tada je R \ [0, 1〉 = 〈−∞, 0〉∪ [1,+∞〉 otvoren
skup pa postoji r > 0 takav da je K(1, r) ⊆ 〈−∞, 0〉 ∪ [1,+∞〉, tj. 〈1− r, 1+ r〉 ⊆ 〈−∞, 0〉 ∪
[1,+∞〉. Ovo je ocˇito nemoguc´e.
Propozicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je (xn) niz u X, neka je a ∈ X te
neka je F zatvoren skup u (X, d). Pretpostavimo da xn → a te da je xn ∈ F, za sve n ∈ N.
Tada je a ∈ F.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je a ∈ X \ F. Po propoziciji 1.2.23 postoji n0 ∈ N
takav da je za svaki n ≥ n0, xn ∈ X \ F sˇto je u kontradikciji s xn ∈ F,∀n ∈ N. Dakle,
a ∈ F 
Definicija 2.1.4. Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je omeden ako je skup X omeden u
metricˇkom prostoru (X, d).
Dakle, metricˇki prostor (X, d) je omeden skup ako i samo ako postoje x ∈ X i r > 0
takvi da je X ⊆ K(x, r), a sˇto vrijedi ako i samo ako postoje x ∈ X i r > 0 takav da je
X = K(x, r).
Primjer 2.1.5. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Tada metricˇki prostor
(Rn, d) nije omeden.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoje x ∈ Rn i r > 0 takvi da je Rn = K(x, r). Neka su
a, b ∈ Rn. Tada zbog a, b ∈ K(x, r) imamo
d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, r) < r + r = 2r.
Dakle, d(a, b) < 2r, za sve a, b ∈ Rn.
Neka je a = (0, . . . , 0), b = (3r, 0, . . . , 0). Tada je
d(a, b) =
√
(0 − 3r)2 + 02 + · · · + 02 = 3r > 2r.
Kontradikcija. Zakljucˇak je da (Rn, d) nije omeden.
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Propozicija 2.1.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je F ⊆ X skup koji ima sljedec´e
svojstvo: ako je (xn) niz u X takav da je xn ∈ F, za sve n ∈ N te a ∈ X takav da xn → a,
onda je a ∈ F. Tada je F zatvoren skup u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da F nije zatvoren. Tada X \ F nije otvoren u (X, d). Stoga postoji
a ∈ X \ F takav da ne postoji r > 0 sa svojstvom da je K(a, r) ⊆ X \ F. Dakle, za svaki
r > 0 vrijedi K(a, r) * X \ F. Stoga, za sve r > 0 vrijedi K(a, r) ∩ F , Ø. Posebno, za sve
n ∈ N vrijedi K(a, 1n ) ∩ F , Ø, pa odaberemo neki xn ∈ K(a, 1n ) ∩ F,za sve n ∈ N.
Dakle, d(xn, a) < 1n , za sve n ∈ N pa iz leme 4 slijedi xn → a. Sada iz pretpostavke
propozicije zakljucˇujemo da je a ∈ F. Ovo je kontradikcija s cˇinjenicom da je a ∈ X \ F.
Prema tome F je zatvoren skup u (X, d). 
2.2 Kompaktni skupovi
Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te K ⊆ X. Za K kazˇemo da je kompaktan
skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki niz (xn) u X takav da je xn ∈ K, za sve n ∈ N
postoji a ∈ K takav da je a gomilisˇte niza (xn).
Propozicija 2.2.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K ⊆ X. Tada je K kompaktan
skup u (X, d) ako i samo ako za svaki niz (xn) u X takav da je xn ∈ K,za sve n ∈ N postoje
b ∈ K i podniz (yn) od (xn) takvi da yn → b.
Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan te da je (xn) niz u X takav da je xn ∈ K, za sve
n ∈ N. Tada postoji b ∈ K takav da je b gomilisˇte niza (xn) . Po propoziciji 1.3.4 postoji
podniz (yn) od (xn) takav da yn → b.
Obratno, pretpostavimo da za svaki niz (xn) u X takav da je xn ∈ K, za sve n ∈ N postoje
b ∈ K i podniz (yn) od (xn) takvi da yn → b. Iz propozicije 1.3.4 zakljucˇujemo da je K
kompaktan. 
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Propozicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je (xn) konvergentan niz u (X, d).
Tada je (xn) omeden niz u (X, d).
Dokaz. Buduc´i da je niz (xn) konvergentan, postoji a ∈ X takav da xn → a. Odaberimo
bilo koji  > 0. Postoji n0 ∈ N takav da za sve n ∈ N, n ≥ n0 vrijedi d(xn, a) <  tj.
xn ∈ K(a, ).
Prema tome {xn|n ≥ n0} ⊆ K(a, ), dakle {xn|n ≥ n0} je omeden skup u (X, d). Vrijedi
{xn | n ∈ N} = {x1, . . . , xn0} ∪ {xn|n ≥ n0} = {x1} ∪ · · · ∪ {xn0} ∪ {xn|n ≥ n0}
pa iz korolara 1.2.33 slijedi da je {xn | n ∈ N} omeden skup u (X, d). (Ocˇito je svaki
jednocˇlani podskup od X omeden u (X, d).) Time je propozicija dokazana.

Propozicija 2.2.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K omeden skup u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da K nije omeden. Odaberimo neki b ∈ X. Za svaki
n ∈ N vrijedi K * K(b, n) (jer K nije omeden), pa postoji xn ∈ K takav da
xn < K(b, n). (2.1)
Na ovaj nacˇin smo dobili niz (xn) koji zbog cˇinjenice da je K kompaktan ima podniz (yn)
koji je konvergentan u (X, d).
Iz prethodne propozicije slijedi da je (yn) omeden u (X, d). Dakle, skup {yn|n ∈ N} je
omeden u (X, d). Po propoziciji 1.2.32 postoji r > 0 takav da je {yn|n ∈ N} ⊆ K(b, r) iz
cˇega slijedi da je d(yn, b) < r, za sve n ∈ N. Buduc´i da je (yn) podniz niza (xn), postoji
strogo rastuc´a funkcija a : N→ N takva da je yn = xan , za sve n ∈ N. Stoga je d(an, b) < r,
za sve n ∈ N. Odaberemo k ∈ N takav da je r < k. Prema lemi 3 vrijedi k ≤ ak. Stoga je
r < ak pa slijedi d(xan , b) < ak, za svaki n ∈ N. Posebno za n = k dobivamo d(xak , b) < ak,
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sˇto povlacˇi da je xak ∈ K(b, ak). S druge strane prema (2.1) (za n = ak) vrijedi xak < K(b, ak).
Kontradikcija. Zakljucˇak: K je omeden u (X, d). 
Propozicija 2.2.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor, te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K zatvoren skup u (X, d).
Dokaz. Dokazat c´emo da je K zatvoren koristec´i propoziciju 2.1.6. Pretpostavimo da je
(xn) niz u X takav da je xn ∈ K, za sve n ∈ N te da je a ∈ X takav da xn → a. Ako
dokazˇemo da je a ∈ K onda c´e iz navedene propozicije slijediti da je K zatvoren skup.
Prema propoziciji 2.2.2 postoje podniz (yn) od (xn) i b ∈ K takvi da yn → b. Iz leme
6 slijedi da yn → a. Po propoziciji 1.1.9 imamo a = b, stoga a ∈ K. Time je tvrdnja
propozicije dokazana. 
Primjer 2.2.6. Neka je X beskonacˇan skup, te neka je d diskretna metrika na X. Odaberimo
x0 ∈ X. Tada je
K(x0, 2) = {y ∈ X | d(y, x0) < 2} = X.
Posebno X ⊆ K(x0, 2) pa zakljucˇujemo da je X omeden skup u (X, d). Nadalje, X je
zatvoren skup u (X, d).
Tvrdimo da skup X nije kompaktan u (X, d). Buduc´i da je X beskonacˇan skup postoji
injekcija x : N→ S . Dakle x = (xn) je niz u S takav da je xn , xm, za sve n,m ∈ N, n , m.
Pretpostavimo da niz (xn) ima gomilisˇte u (X, d). Dakle postoji a ∈ X takav da je a go-
milisˇte niza (xn). Uzmimo  = 12 i N = 1. Tada po definiciji gomilisˇta postoji n ∈ N takav
da je n ≥ N i d(xn, a) < 12 . Slijedi d(xn, a) = 0 tj. xn = a. Uzmimo sada N = n + 1. Tada
opet iz definicije gomilisˇta slijedi da postoji m ∈ N takav da je m ≥ n + 1 i d(xm, a) < 12 .
Slijedi xm = a. Dakle, xm = xn. No, ovo je nemoguc´e jer m , n (jer je m ≥ n + 1 > n).
Dakle, niz (xn) nema gomilisˇta u (X, d).
Zakljucˇak: skup X nije kompaktan u (X, d). Prema tome zatvoren i omeden skup u me-
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tricˇkom prostoru ne mora biti kompaktan.
Teorem 2.2.7. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je K zatvoren i
omeden skup u metricˇkom prostoru (Rn, d). Tada je K kompaktan skup u (Rn, d).
Dokaz. Neka je (xn) niz u X takav da je xn ∈ K, za sve n ∈ N. Tada je {xn | n ∈ N} ⊆ K.
Buduc´i da je K omeden skup u (Rn, d) postoje a ∈ X i r > 0 takvi da je K ⊆ K(a, r). Slijedi
{xn | n ∈ N} ⊆ K(a, r), prema tome {xn | n ∈ N} je omeden skup u (Rn, d). Dakle niz (xn) je
omeden u (Rn, d). Prema teoremu 1.3.11 postoji podniz (yn) niza (xn) koji je konvergentan
u (Rn, d). Dakle, postoji b ∈ Rn takav da yn → b u (Rn, d). Ocˇito je yn ∈ K, za sve n ∈ N.
Iz propozicije 2.1.3 slijedi da je b ∈ K. Iz propozicije 1.3.4 slijedi da je b gomilisˇte niza
(xn). Time smo dokazali da je K kompaktan skup u (Rn, d). 
Definicija 2.2.8. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je Y neprazan podskup od X.
Definirajmo funkciju p : Y × Y → R sa p(a, b) = d(a, b), za sve a, b ∈ Y.
Tvrdimo da je p metrika na Y. Neka su a, b ∈ Y. Tada je p(a, b) ≥ 0 jer je p(a, b) = d(a, b)
a d(a, b) ≥ 0 jer je d metrika na X. Dakle, za p vrijedi prvo svojstvo iz definicije metrike.
Analogno dobivamo da vrijede ostala svojstva iz definicije metrike.
Za (Y, p) kazˇemo da je potprostor metricˇkog prostora (X, d).
Lema 8. Neka je (Y, p) potprostor metricˇkog prostora (X, d). Neka je (xn) niz u Y te neka
je a ∈ Y . Tada je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (Y, p) ako i samo ako je a
gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (Y, p). Neka su
 > 0 i N ∈ N. Tada postoji n ∈ N takav da je n ≥ N i p(xn, a) < . Po definiciji
potprostora vrijedi p(xn, a) = d(xn, a), stoga je d(xn, a) < . Time smo dokazali da je a
gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). Obratno pretpostavimo da je a gomilisˇte
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niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). Neka su  > 0 i N ∈ N. Tada postoji n ∈ N takav
da je n ≥ N i d(xn, a) < . Dakle p(xn, a) < . Stoga je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom
prostoru (Y, p). 
Propozicija 2.2.9. Neka je (Y, p) potprostor metricˇkog prostora (X, d). Tada je (Y, p) kom-
paktan metricˇki prostor ako i samo ako je Y kompaktan skup u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da (Y, p) kompaktan. Neka je (xn) niz u X takav da je xn ∈ Y , za sve
n ∈ N. Tada postoji a ∈ Y takav da je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (Y, p). Po
prethodnoj lemi a je gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d). Time smo dokazali
da je Y kompaktan skup u (X, d). Obratno pretpostavimo da je Y kompaktan skup u (X, d).
Uzmimo niz (xn) u Y . Tada postoji a ∈ Y takav da je a gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom
prostoru (X, d). Po prethodnoj lemi a je gomilisˇte niza (xn) u metricˇkom prostoru (Y, p).
Dakle, (Y, p) je kompaktan metricˇki prostor. 
Definicija 2.2.10. Neka je n ∈ N, te neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je S neprazan
podskup od Rn. Neka je p : S × S → R funkcija definirana sa p(x, y) = d(x, y), za sve
x, y ∈ S . Tada je (S , p) potprostor metricˇkog prostora (Rn, d). Za p kazˇemo da je euklidska
metrika na S .
Korolar 2.2.11. Neka je n ∈ N, neka je d euklidska metrika na Rn, te neka je K neprazan
omeden i zatvoren skup u metricˇkom prostoru (Rn, d). Neka je p euklidska metrika na K.
Tada je (K, p) kompaktan metricˇki prostor.
Dokaz. Prema teoremu 2.2.7 K je kompaktan skup u metricˇkom prostoru u (Rn, d). Buduc´i
da je (K, p) potprostor od (Rn, d) po propoziciji 1.3.7 (K, p) je kompaktan metricˇki prostor.

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Propozicija 2.2.12. Neka je (X, d) kompaktan metricˇki prostor te neka je n ∈ N. Neka su
(x1i )i∈N, . . . , (xn)i∈N nizovi u X. Tada postoji strogo rastuc´a funkcija a : N → N takva da su
nizovi (x1a(i))i∈N, . . . , (x
n
a(i))i∈N konvergentni u (X, d).
Dokaz. Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja slijedi iz definicije kom-
paktnog metricˇkog prostora, propozicije 1.3.4 i definicije podniza. Pretpostavimo da tvrd-
nja vrijedi za neki n ∈ N. Neka su (x1i )i∈N, . . . , (xn+1i )i∈N nizovi u X. Prema induktivnoj pret-
postavci postoji strogo rastuc´a funkcija a : N→ N takva da su nizovi (x1a(i))i∈N, . . . , (xna(i))i∈N
konvergentni. Promotrimo niz (xn+1a(i) )i∈N. Buduc´i da je (X, d) kompaktan metricˇki pros-
tor ovaj niz ima konvergentan podniz, dakle postoji strogo rastuc´a funkcija b : N → N
takva da je niz (xn+1a(b(i)))i∈N konvergentan. Neka je j ∈ {1, . . . , n}. Niz (x ja(b(i)))i∈N je pod-
niz konvergentnog niza (x ja(i))i∈N pa iz leme 6 slijedi da je konvergentan. Dakle, nizovi
(x1a(b(i)))i∈N, . . . , (x
n
a(b(i)))i∈N, (x
n+1
a(b(i)))i∈N su konvergentni. Neka je c = a ◦ b. Prema lemi 7 c
je strogo rastuc´a funkcija. Imamo da su nizovi (x1c(i))i∈N, . . . , (x
n+1
c(i) )i∈N konvergentni. Dakle
tvrdnja vrijedi za n + 1. Time je propozicija dokazana. 
2.3 Konacˇni nizovi
Definicija 2.3.1. Neka je X skup, te n ∈ N. Za funkciju x : {1, . . . , n} → X kazˇemo da je
konacˇan niz u X duljine n.
Ako je x konacˇan niz u X duljine n, onda za i ∈ {1, . . . , n} umjesto x(i) pisˇemo x(i), a
cˇitav x oznacˇavamo i sa x1, . . . , xn ili (x1, . . . , xn).
Ako je X skup i n ∈ N onda sa F n(X) oznacˇavamo skup svih konacˇnih nizova x u X
duljine n.
Definicija 2.3.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je n ∈ N te neka su x, y ∈ F n(X).
Kazˇemo da su x i y izometricˇki ekvivalentni konacˇni nizovi u (X, d) ako za sve i, j ∈
{1, . . . , n} vrijedi da je d(xi, x j) = d(yi, y j). U tom slucˇaju pisˇemo x v y.
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Definicija 2.3.3. Ako je (X, d) metricˇki prostor, onda za nizove (xi) i (yi) u X kazˇemo da su
izometricˇki ekvivalentni nizovi u (X, d) ako za sve i, j ∈ N vrijedi d(xi, x j) = d(yi, y j). U
tom slucˇaju pisˇemo (xi) v (yi).
Lema 9. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su a, b, a′ , b′ ∈ X. Tada je
|d(a, b) − d(a′ , b′)| ≤ d(a, a′) + d(b, b′). (2.2)
Dokaz. Dokazˇimo da je
d(a, b) − d(a′ , b′) ≤ d(a, a′) + d(b, b′) (2.3)
i
d(a
′
, b
′
) − d(a, b) ≤ d(a, a′) + d(b, b′). (2.4)
Iz ove dvije nejednakosti c´e slijediti (2.2) (naime ako su x, y ∈ R takvi da je x ≤ y i −x ≤ y,
onda je |x| ≤ y). Vrijedi:
d(a, b) ≤ d(a, a′) + d(b, a′) ≤ d(a, a′) + d(b, b′) + d(b′ , a′) (2.5)
Dakle,
d(a, b) ≤ d(a, a′) + d(a′ , b′) + d(b, b′) (2.6)
iz cˇega slijedi 2.3. Analogno dobiv,amo da vrijedi 2.4. 
Propozicija 2.3.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka su (xn) i (yn) nizovi u X te a, b ∈ X.
Pretpostavimo da xn → a i yn → b . Tada niz realnih brojeva (d(xn, yn)) tezˇi prema d(a, b)
(u metricˇkom prostoru (R, p) gdje je p euklidska metrika na R).
Dokaz. Neka je  > 0. Tada postoje n0,m0 ∈ N takvi da za svaki n ≥ n0 vrijedi d(xn, a) < 2
i da za svaki n ≥ m0 vrijedi d(yn, b) < 2. Neka je k0 = max{n0,m0}. Neka je n ≥ k0.
Koristec´i lemu 9 dobivamo
|d(xn, yn) − d(a, b)| ≤ d(xn, a) + d(yn, b) < 2 +

2
= .
Dakle, |d(xn, yn) − d(a, b)| <  za svaki n ≥ k0. Time je tvrdnja dokazana. 
POGLAVLJE 2. IZOMETRICˇKI EKVIVALENTNI NIZOVI 33
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je n ∈ N. Neka je (xi)i∈N niz u F n(X) te neka
je a ∈ F n(X). Imamo xi = (xi1, . . . , xin), za sve i ∈ N , gdje su (xi1)i∈N, . . . , (xin)i∈N nizovi u
X te a = (a1, . . . , an) gdje su a1, . . . , an ∈ X. Kazˇemo da niz (xi)i∈N tezˇi prema a u F n(X)
s obzirom na metriku d i pisˇemo xi → a ako za sve j ∈ {1, . . . , n} vrijedi xij → a j u
metricˇkom prostoru (X, d).
Korolar 2.3.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su (xn) i (yn) nizovi u X. Neka su
a, b ∈ X takvi da xn → a i yn → b. Pretpostavimo da je d(xn, yn) = d(xm, ym) za sve
n,m ∈ N. Tada je d(xn, yn) = d(a, b) za svaki n ∈ N.
Dokaz. Prema propoziciji 2.3.4 vrijedi d(xn, yn) → d(a, b). Neka je n0 ∈ N. Prema pri-
mjeru 1.1.8 vrijedi d(xn, yn) → d(x0, y0). Po propoziciji 1.1.9 vrijedi d(x0, y0) = d(a, b).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Propozicija 2.3.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je n ∈ N, neka je (xi) niz u F n(X)
te neka je a ∈ F n(X). Pretpostavimo da xi → a te da je xi v xl za sve i, l ∈ N. Tada je
xi ∼ a, za sve i ∈ N.
Dokaz. Neka su j, k ∈ {1, . . . , n}.Tada po pretpostavci (xij)i∈N → a j i (xik)i∈N → ak. Takoder
po pretpostavci d(xij, y
i
k) = d(x
l
j, y
l
k), za sve i, l ∈ N. Prema korolaru 2.3.5 d(xij, yik) =
d(a j, ak), za sve i ∈ N. Zakljucˇujemo da xi ∼ a, za sve i ∈ N. 
Teorem 2.3.7. Neka je (X, d) kompaktan metricˇki prostor. Ako je n ∈ N te ako je (xi) niz u
F n(X), tada postoje podniz (yi) niza (xi) i b ∈ F n(X) takvi da yi → b.
Dokaz. Dokazˇimo ovo indukcijom po n. Dokazˇimo prvo da tvrdnja vrijedi za n = 1.
Neka je (xi) niz u F 1(X). Imamo xi = (xi1) za sve i ∈ N gdje je (xi1)i∈N niz u X. Prema
propoziciji 2.2.2 postoji podniz niza (xi1)i∈N koji je konvergentan u (X, d). Dakle, postoji
strogo rastuc´a funkcija a : N→ N takva da je (xa(i)1 )i∈N konvergentan. Stoga postoji b1 ∈ X
takav da niz (xa(i)1 )i∈N tezˇi prema b1. Neka je b ∈ F 1(X) element definiran sa b = (b1). Za
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svaki i ∈ N vrijedi xa(i) = (xa(i)1 ) pa zakljucˇujemo da niz (xa(i)1 )i∈N tezˇi prema b u F 1(X).
Ocˇito je (xa(i)) podniz niza (xi). Time smo dokazali da tvrdnja teorema vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za neki n ∈ N. Dokazˇimo da vrijedi za n+1. Neka
je (xi) niz u F n+1(X). Imamo xi = (xi1, . . . , xin+1) za sve i ∈ N, gdje su (xi1)i∈N, . . . , (xin+1)i∈N
nizovi u X. Neka je (zi) niz u F n(X), definiran sa zi = (xi1, . . . , xin) za sve i ∈ N. Prema
induktivnoj pretpostavci postoje podniz (yi) od (zi) i b ∈ Fn(x) takvi da je yi → b. Imamo
b = (b1, . . . , bn). Nadalje postoji strogo rastuc´a funkcija a : N→ N takva da je yi = za(i), za
sve i ∈ N. Stoga je yi = (xa(i)1 , . . . , xa(i)n ) za sve i ∈ N. Iz yi → b slijedi xa(i)1 → b1, . . . , xa(i)n →
bn. Promotrimo niz (x
a(i)
n+1)i∈N. Buduc´i da je (X, d) kompaktan, ovaj niz ima konvergentan
podniz. Postoje podniz (wi) od (xa(i)n+1)i∈N i bn+1 ∈ N takvi da wi → bn+1. Nadalje postoji
strogo rastuc´a funkcija c : N → N takva da je wi = xa(c(i))n+1 , za sve i ∈ N. Dakle, niz
(xa(c(i))n+1 )i∈N tezˇi prema bn+1. Neka je j ∈ {1, . . . , n}. Znamo da niz (xa(i)j )i∈N tezˇi prema b j.
Ocˇito je (xa(c(i))j )i∈N podniz niza (x
a(i)
j )i∈N. Iz leme 6 slijedi da niz (x
a(c(i))
j )i∈N tezˇi prema b j.
Dakle, xa(c(i))1 → b1, . . . , xa(c(i))n+1 → bn+1 pa iz cˇinjenice da je xa(c(i)) = (xa(c(i))1 , . . . , xa(c(i))n+1 )
za sve i ∈ N zakljucˇujemo da niz (xa(c(i)))i∈N tezˇi prema (b1, . . . , bn+1). No, (xa(c(i)))i∈N =
(x(a◦c)(i))i∈N, a a ◦ c : N→ N je strogo rastuc´a funkcija prema lemi 7 pa je (xa(c(i)))i∈N podniz
niza (xi). Time smo dokazali da tvrdnja teorema vrijedi za n+1, pa je teorem dokazan. 
Neka je X skup, p ∈ N te neka je a konacˇan niz u X duljine p. Tada broj p oznacˇavamo
sa l(a).
Neka je X skup. Neka je G(X) skup svih nizova (vk)k∈N u ∪∞p=1F p(X) takvih da je
l(vk) < l(vk+1), za sve k ∈ N.
Lema 10. Neka je X skup te neka je v ∈ G(X), v = (vk)k∈N. Tada je svaki podniz od v
takoder element od G(X).
Dokaz. Neka je n ∈ N. Dokazˇimo indukcijom po m > n da je
l(vn) < l(vm). (2.7)
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Za m = n + 1 (2.7) vrijedi jer je v ∈ G(X). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m > n.
Dakle, l(vn) < l(vm), a vrijedi i l(vm) < l(vm+1), jer je v ∈ G(X). Stoga je l(vn) < l(vm+1).
Time smo dokazali da (2.7) vrijedi za svaki m > n. Neka je a : N → N strogo rastuc´a
funkcija. Tvrdimo da je (va(k))k∈N ∈ G(X). Ocˇito je (va(k))k∈N niz u ∪∞p=1F p(X). Neka je
k ∈ N. Tada je a(k) < a(k + 1) pa iz (2.7) slijedi da je l(va(k)) < l(va(k+1). Zakljucˇujemo da
je (va(k))k∈N ∈ G(X). 
Ako je (vk)k∈N niz u ∪∞p=1F p(X), tada za sve i, k ∈ N takve da je i ≤ l(vk), sa vki
oznacˇavamo (vk)i.
Lema 11. Neka je X skup te neka je v ∈ G(X), v = (vk)k∈N. Tada za svaki k ∈ N vrijedi
k ≤ l(vk).
Dokaz. Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom. Za k = 1 tvrdnja je ocˇita. Pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za neki k ∈ N. Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi za k + 1. Znamo da je
l(vk) < l(vk+1) a po pretpostavci je k ≤ l(vk). Iz navedenog slijedi k < l(vk+1) te s obzirom
da je rijecˇ o prirodnim brojevima vrijedi k+ 1 ≤ l(vk+1) cˇime je tvrdnja leme dokazana. 
2.4 h-konvergentni nizovi
Definicija 2.4.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor. Neka je h ∈ N te neka je v ∈ G(X),
v = (vk)k∈N. Za v kazˇemo da je h-konvergentan niz u (X, d) ako za svaki h
′ ∈ {1, . . . , h}
vrijedi da je niz (vh
′
+k
h′ )k∈N konvergentan u (X, d).
Uocˇimo da je prema navedenoj lemi, h
′ ≤ l(vh′+k).
Lema 12. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je x0 ∈ X. Pretpostavimo da su v ∈ G(X),
v = (vk)k∈N i l ∈ N takvi da niz (vk+ll )k∈N tezˇi prema x0. Tada za svaki podniz (wk)k∈N od
(vk)k∈N vrijedi da niz (wk+ll )k∈N tezˇi prema x0.
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Dokaz. Neka je (wk)k∈N podniz od (vk)k∈N. Tvrdimo da je (wk+ll )k∈N podniz od (v
k+l
l )k∈N.
Ako to dokazˇemo onda smo gotovi, jer c´e tvrdnja slijediti iz leme 6.
Buduc´i da je (wk)k∈N podniz od (vk)k∈N postoji strogo rastuc´a funkcija a : N→ N takva
da je wk = va(k), za sve k ∈ N. Stoga za sve k ∈ N vrijedi
wk+ll = v
a(k+l)
l . (2.8)
Definirajmo funkciju b : N→ N sa b(k) = a(k+l)−l. Za sve k ∈ N vrijedi l ≤ a(l) < a(k+l),
dakle l < a(k + l) pa je a(k + l) − l > 0, tj. a(a + l) − l ∈ N. Ovo znacˇi da je funkcija b
dobro definirana. Tvrdimo da je b strogo rastuc´a funkcija. Neka je k ∈ N. S obzirom da je
a strogo rastuc´a funkcija vrijedi: a(k+l) < a((k+l)+1) pa slijedi a(k+l)−l < a((k+l)+1)−l
odnosno a(k + l) − l < a(k + l + 1) − l tj. b(k) < b(k + 1). Time smo dokazali da je b strogo
rastuc´a funkcija. Vrijedi da je (vb(k)+ll )k∈N podniz od (v
k+l
l )k∈N. Prema definiciji funkcije b
vrijedi b(k) + l = a(k + l) za sve k ∈ N. Stoga je (va(k+l)l )k∈N podniz od (vk+ll )k∈N pa je prema
(2.8) (wk+ll )k∈N podniz od (v
k+l
l )k∈N. Time je tvrdnja leme dokazana. 
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je p ∈ N. Definirajmo funkciju D : F p(X) ×
F p(X)→ R sa
D(x, y) = max{d(xi, yi) | i ∈ {1, ..., p}}
za sve x, y ∈ F p(X).
Tvrdimo da je D metrika na F p(X).
1. Neka su x, y ∈ F p(X). Za svaki i ∈ {1, ..., p} vrijedi d(xi, yi) ≥ 0. Iz toga je ocˇito da je
D(x, y) ≥ 0.
2. Neka su x, y ∈ F p(X). Pretpostavimo da je x = y. Tada za svaki i ∈ {1, ..., p} vrijedi
xi = yi pa je d(xi, yi) = 0. Stoga je D(x, y) = max{0} = 0.
Obratno, pretpostavimo da je D(x, y) = 0. Tada je max{d(xi, yi) | i ∈ {1, ..., p}} = 0, pa za
svaki i ∈ {1, ..., p} vrijedi 0 ≤ d(xi, yi) ≤ 0, tj. d(xi, yi) = 0 pa je xi = yi. Stoga je x = y.
3. Neka su x, y ∈ F p(X). Za svaki i ∈ {1, ..., p} vrijedi d(xi, yi) = d(yi, xi). Stoga je
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{d(xi, yi) | i ∈ {1, ..., p}} = {d(yi, xi) | i ∈ {1, ..., p}} pa je D(x, y) = D(y, x).
4. Neka su x, y ∈ F p(X). Neka je i ∈ {1, ..., p}. Tada je d(xi, yi) ≤ d(xi, zi) + d(zi, yi). Iz
definicije funkcije D jasno je da d(xi, zi) ≤ D(x, z) i d(yi, zi) ≤ D(y, z). Stoga je d(xi, yi) ≤
D(x, z) + D(y, z). Dakle, d(xi, yi) ≤ D(x, z) + D(y, z) za svaki i ∈ {1, ..., p}. Neka je i ∈
{1, ..., p} takav da je D(x, y) = d(xi, yi) (takav i prema definiciji funkcije D sigurno postoji).
Slijedi D(x, y) ≤ D(x, z) + D(y, z).
Time smo dokazali da je D metrika na F p(X).
Propozicija 2.4.2. Neka je (X, d) kompaktan metricˇki prostor, te neka je v ∈ G(X), v =
(vk)k∈N. Pretpostavimo da je l ∈ N te da je v l-konvergentan u (X, d). Tada postoji podniz
od v koji je (l+1)-konvergentan u (X, d).
Dokaz. Promotrimo niz (vk+(l+1)l+1 )k∈N. To je niz u X, a metricˇki prostor (X, d) je kompaktan.
Iz definicije kompaktnog metricˇkog prostora i propozicije 1.3.4 slijedi da niz (vk+(l+1)l+1 )k∈N
ima podniz koji je konvergentan u (X, d). Stoga postoji strogo rastuc´a funkcija a : N → N
takva da je niz (va(k)+l+1l+1 )k∈N konvergentan. Neka je b : N → N funkcija definirana sa
b(k) = a(k) + l + 1, za svaki k ∈ N. Za svaki k ∈ N vrijedi a(k) < a(k + 1) pa je
a(k) + l + 1 < a(k + 1) + l + 1 tj. b(k) < b(k + 1). Prema tome b je strogo rastuc´a funkcija.
Neka je w = (wk)k∈N niz u ∪∞p=1F p(X) definiran sa wk = vb(k), za sve k ∈ N. Ocˇito je w
podniz od v. Nadalje iz leme 6 slijedi da je w ∈ G(X). Neka je k ∈ N. Imamo
wk+l+1l+1 = v
b(k+l+1)
l+1 = v
a(k+l+1)+l+1
l+1 , (2.9)
dakle wk+l+1l+1 = v
a(k+l+1)+l+1
l+1 . Tvrdimo da je niz β = (v
a(k+l+1)+l+1
l+1 )k∈N podniz niza α =
(va(k)+l+1l+1 )k∈N. Neka je c : N → N funkcija definirana sa c(k) = k + l + 1. Ocˇito je c
strogo rastuc´a funkcija. Za svaki k ∈ N vrijedi
αc(k) = v
a(c(k))+l+1
l+1 = v
a(k+l+1)+l+1
l+1 = βk. (2.10)
Dakle, βk = αc(k), za svaki k ∈ N. Prema tome β je podniz od α. Dakle (wk+l+1l+1 )k∈N je podniz
od α, a za α znamo da je konvergentan u (X, d). Po lemi 10 niz (wk+l+1l+1 )k∈N je konvergentan.
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Neka je l
′ ∈ {1, ..., l}. Niz (vl′+k
l′ )k∈N je konvergentan u (X, d) jer je v l-konvergentan. Pa
iz leme 12 slijedi da je niz (wl
′
+k
l′ )k∈N konvergentan. Time smo dokazali da je w (l+1)-
konvergentan u (X, d).

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Sazˇetak
Ovaj diplomski rad podijeljen je na dva poglavlja. U prvom poglavlju se proucˇavaju ko-
nvergentni nizovi, gomilisˇta nizova i podnizovi nizova u metricˇkim prostorima. U drugom
poglavlju proucˇavaju se zatvoreni i omedeni skupovi u metricˇkim prostorima a naglasak
je stavljen na proucˇavanje kompaktnih skupova. Nadalje, proucˇavaju se konacˇni nizovi,
izometricˇki ekvivalentni nizovi te pojmovi s tim u vezi kao h-konvergentni nizovi.
Summary
This graduate thesis is divided into two chapters. In the first chapter, convergent sequences,
accumulation points of sequences and subsequences of sequences in metric spaces are
studied. In the second chapter, closed and bounded sets are studied in metric spaces and
emphasis is placed on studying compact sets. Furthermore, the finite sequences, isometric
equivalent sequences, and concepts related to h-convergence of sequences are studied.
Zˇivotopis
Moje ime je Karmen Zˇupan. Rodena sam 22. srpnja 1990. u Zagrebu gdje sam zavrsˇila
osnovnu i srednju sˇkolu. Nakon zavrsˇene srednje sˇkole, upisala sam studij Matematike na
PMF.
